Osnove analize
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Gamma in Beta funkciji
Gamma funkcija:
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0
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Beta funkcija:

1
B(p,q) = /0 1 (1

)97t p,g>0

1. B(p,q) = HETE . Vp,g > 0

2. B(p,q) = fo Wdu(t_1+)

3. f0"/2 sin** "'z . cos®¥ ladx = 1B(p,q) p,q>0
(t = sin z?)

4. 6(1,9) =

5. B(p+1,9) = ;2 B8(p. q)

6. 8(p,q) =B(¢;p) B(3,3)=m

7. B(p,1—p) = Stntep) ﬁ(ﬁ(n 1-p)=

u® InF (2)

1z > P€(0,1)

. J2#P(1 a1 de = B(p+ 1,q 4 1) = TgEIIED
9

S ar dv=B(p+1,q—p—1) = Herrtor-l)

0 T+4a)d
kd
10. [2 sin? pcos?p dp = 38 (%, izl) =
PR
or (BELE2

Nove spremenljivke
Jacobijeva matrika

Naj bo f:R"™ — R™,

f@1, . zn) = (fr(z1, -5 Tn), s fm(@1, -0, T0)),
Jacobijevo matriko definiramo kot:
fiz, fia, fiz,
fou,  foq, fou,
Jf(ay,yan) = ) ) )
frng_»l f?ng_»2 f'mwn
Vpeljava

Naj bosta © C R? in ¢ : © — R? preslikava z zvezno
odvedljivimi komponentami. Naj bo detJ, # 0 na € in
naj bo f : p(Q2) — R? zvezna. Potem:

// f(z,y)dzdy —/ flp(t,s)) - |detJ,(t, s)|dtds

»(2)

Polarne koordinate

r=rcosp y=rsineg |detJ|=r r>0 ¢€

[07 27\']
Cilindriéne koordinate

r=rcosp y=rsing z=z2
0 ¢ €10,27]

|detJ| =r r >

Sferi¢ne koordinate

z = Rcospcosty y = Rsinpcos?d z= Rsind R >

0 ¢ €[0,27]

Osnove kombinatorike

Rodovne funkcije

oo - 1 b " 1— qb+1
ngoq 71—q ngoq - 1—gq
. g b n_qa_qb+1
,;Lq S l-gq ;q  1-g
A" — b = (a—b)(a" a4 .. 4 ab" 2 oY
a“"'t’;;”kil = ao+...Fap 12" al+.. tap_122F
@+y)" Z( Jan
1 =t k-1
U
A A
Bx(x) = Z() =+ (0) ==
Izbori

Imamo n ostevil¢enih kroglic. Na koliko nac¢inov lahko
izberemo k kroglic?
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Kompozicije

Kompozicija stevila n € N je (A1,...,X;), e A; > 1

inAr+---+x =n.CeX; >0, je kompozicija Sibka.
i ¢len, I dolzina in n velikost kompozicije.

Stevilo kompozicij n je 2", n dolzine k pa (z:i)

zan,k>1.

Stevilo sibkih kompozicij n dolzine k je ("'H;_l) za

n,k > 1.

Rekurzivne enacbe

Caan+Cd—1an_1+---+cotn_q=0 ¢; €EC co,cq #0
P(z) = cad +cami A 4 4 e

k
An = Z Pi (n)

Kjer P(z) karakteristiéni polinom, A1, ..., g
njegove nicle in p; polinom stopnje < kratnost nicle A;.

+ con_aq =1(n) - A"

o

cdan + Cd—lan—l + -
+aq(n) - A" n

Kjer ¢; € C, cp,cq # 0, an reSitev homogenega dela,
deg(q) < deg(r) in a > 0 kratnost A v P(x).

anfa

Kompleksne nicle

= +i-y=|X(cos(¢) +i-sin(¢))
A=z —i-y=|)\(cos(¢) —i-sin(¢))
an =A-An+ B - X, =|\(A cos(ng) + B'sin(ng))

Osnove verjetnosti

idempotentnost AUA=A=ANA
komutativnost AUB = BUA
ANB=BNA
asociativnost (AUB)UC =AU (BUCQC)
) (ANB)NC=AnN(BNC)
‘distibutivnost (AUB)NC =(ANC)U(ANC)
(ANB)UC =(AUuC)N(AUC)
De Morgan ( U Ai)c = m AE
ier iel
(N4 = A?

iel iel
AU =0 ANnQ=A
AUuD=A AnNnD=20

Auab=q anal—y

Neprazna druzina dogodkov F v Q je o-algebra, ce
velja

e zaprtost za komplemente:
AceF = Aler

e zaprtost za Stevne unije:

oo
Ay, Ag,-r€F = |JAieF

i=1
Ce zahtevamo zaprtost le za koncéne unije, je F le

algebra.

Ker je po De Morganovem zakonu

(Uier A9)°

preseke.

= (N;e; 4i imamo zaprtost tudi za

Ker je AA\B=AnN BC je algebra zaprta tudi za razlike.
Najmanjsa algebra je trivialna: {0, Q}.

Najvecja algebra je: P(Q).

Najmanjsa algebra, ki vsebuje E je {0, E, ES, Q}.

Dogodka A in B sta nezdruzljiva (disjunktna), ¢e je
AUB=0.

Zaporedje {A;}; € F (konéno ali §tevno mnogo) je
popoln sistem dogodkov, e

U4ai=a A;UA; =0, V4,5 :
i

Verjetnost na (2, F) je preslikava P: F - R z
lastnostmi:

iF#

e P(A)>0zaVAeF
e P() =1

® Za paroma nezdruzljive dogodke {A;};2, velja
Stevna aditivnost

Pl 4 =>_ P(Ay)
i=1 i=1
Lastnosti P:
e P(0)=0
e P je koncno aditivna.
e P je monotona: A C B — P(A) < P(B)

o P(A% =1-P(4)

o P je zvezna:

A1 C A C = P(J) = lim P(A))
i=1

B1 2By 2 = P([))=lim P(B;)
! 71— 00

s
Il
—

PA%) =1- P(a)
P(AUB)=P(A)+ P(B)— P(ANB)
Ce lahko prostor izidov razbijemo na paroma
nezdruzljive enako verjetne dogodke, jih lahko
obravnavamo kot izide: ¢e je dogodek A unija k od n
takih dogodkov, je P(A) = % = Stevilo izidov, ki so v A

Stevilo vseh izidov

Slepa ali povsem nakljuéna izbira pravimo temu, da
so vse moznosti enako verjetne.

Tocka x je izbrana na slepo ali povsem naklju¢no iz G,
¢e za vsako merljivo podmnozico A C G velja:

— mera mnozice A
P(I € A) ~ mera mnozice G



Nacelo vkljucitev in izkljucitev

P(A; UAz) =P(A1)+ P(A2) — P(A1 N Ay)

rP(JAan= >

i=1 0#£SC[n
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Pogojna verjetnost
P(AN B)

P(B)

P(A|B) je verjetnostna mera na celem prostoru.

P(A|B) =

Particije

Dogodke, ki tvorijo particijo prostora izidov, lahko
obravnavamo kot izide. Z njimi lahko ra¢unamo
verjetnosti vseh njihovih stevnih unij. Ce particijo
tvori n enako verjetnih dogodkov in je dogodek A unija
k dogodkov iz particije, je P(A) = £.

n

Izrek o polni verjetnosti

Ce Hy,Hs,Hs, ... (dogodku H; pravimo hipoteza)
tvorijo popoln sistem dogodkov (tj. vedno se zgodi
natanko eden izmed njih), velja:

P(A) = P(H,)P(A|H,) + P(H2)P(A|H2) + . ..
Dogodkom H; Cesto pravimo hipoteze in jih je lahko
konéno ali pa §tevno neskonéno.

(opomba) pri izreku o polni verjetnosti lahko malo
popustimo pri predpostavki, da dogodki
H,,Hs,Hs, ... tvorijo particijo mnozice €2, kar
pomeni, da ima presek poljubnih dveh z razlicnima
indeksoma verjetnost ni¢, njihova unija pa ima
verjetnost ena.

Bayesova formula
P(H;)P(A|H;)
P(A)
P(H;)P(A|H;)
P(HL)P(A|H1) + P(H2)P(A[H2) + ...

P(H;|A) =

P(H;|A) =

Brezpogojnim verjetnostim P(H;) pravimo apriorne,
pogojnim verjetnostim P(H;|A) pa aposteriorne
verjetnosti hipotez.

Neodvisnost dogodkov

Dogodka A in B sta neodvisna, ¢e velja:
P(ANB)=P(A)P(B)

Ce je P(B) > 0, je to ekvivalentno pogoju, da je

P(A|B) = P(A). Ce je 0 < P(B) < 1, pa je to

ekvivalentno tudi pogoju, da je P(A|B) = P(A\BG)A

Dogodki Al, A2, A3, ... so neodvisni, ¢e za poljubne

razli¢ne indekse i1, 42, ..., 1, velja:

Ce so A1, Aa, ... in By, Ba, ... neodvisni dogodki,
tudi za poljuben dogodek A € o(A1, As,...) velja, da
so dogodki A, B1, Ba, ... neodvisni. Pri tem je

o(Ay, Az, ...) najmanjSa o-algebra, ki vsebuje
dogodke Aj, Az, . ...

Slucajne spremenljivke

Slucajna spremenljivka je funkcija X : Q@ — R z
lastnostijo, da je Vx € R mnozica

{weQ: X(w)<z}=X"1((~o0,2]) = (X < )
dogodek.

Diskretne porazdelitve

Diskretne slu¢ajne spremenljivke zavzamejo vrednosti
le na Stevni mnozici, torej bodisi konéni mnozici bodisi
Stevno neskon¢ni mnozici.
Za porazdelitev vsake take slucajne spremenljivke
velja: P(a; = p;) in p1 +p2 + ...+ p, = 1 Diskretna
enakomerna porazdelitev na n tockah:
ai az ... a
x~ (7 ") = Unif{as, ...

1 Mln}
n

n n

Binomska porazdelitev
Bin(n, p), n € N, p € (0,1)

Naj bo X &t. uspelih (z verjetnostjo p) poskusov v
zaporedju n poskusov. X ~ Bin(n, p):

pr=P(X =k)= (:)pk(l -p)" "

Bernoullijevo zaporedje poskusov je zaporedje
neodvisnih slu¢ajnih poskusov, od katerih lahko vsak
uspe ali ne uspe, in sicer vsak poskus uspe z isto
verjetnostjo.

Bernulijeva porazdelitev Ber(p) ~ Bin(1, p)

Geometrijske porazdelitev
Geom(p), p € (0,1)

(X = k) je dogodek, da se A zgodi prvié v k-ti
ponovitvi.

P(X=k=@1-p""p

Geometrijska porazdelitev je tudi porazdelitev Stevila
poskusov do vkljuéno prvega uspelega, ¢e izvajamo
Bernoullijevo zaporedje poskusov, pri katerih vsak uspe
z verjetnostjo p.

Pascalova / negativna binomska porazdelitev
Pas(m,p) = NB(m,p), m €N, p € (0,1)

(X = k) je dogodek, da se dogodek A zgodi m-ti¢ v
k-ti ponovitvi.

Oziroma X je Stevilo poskusov do vklju¢no m-tega
uspelega, pri katerig vsak uspe z verjetnostjo p.
X ~ Pas(m,p):

-1

pk:P(X:k):(:_l

)pk(l —-pk "

Hipergeometrijska porazdelitev

Iz posode, v kateri je n kroglic, od tega r rdecih, na
slepo in brez vracanja izvlecemo s kroglic. Ce z X
oznacimo Stevilo rde¢ih med izvle¢enimi, ima ta
slu¢ajna spremenljivka hipergeometrijsko porazdelitev:
X ~ Hip(s,r,n) = Hip(r, s,n). Velja

o -y - DED _ W

()

Aproksimacija binomske porazdelitve

Poissonova porazdelitev

Poi(A\), A> 0

A (e
Pk:P(X:k):HC = m

Ce imamo veliko ponovitev (n — oo) z malo
verjetnostjo (p — 0), je Bin(n, p) ~ Poi(np)
1

n?

Laplaceova lokalna formula: Ce je p,1 —p >
lahko X ~ Bin(n, p) aproksimiramo

1 _(k—np)?
P(X =k) ~ e 252 o= 4/np(l —
( )~ e el =p)

kjer je o0 standardni odklon in np = X\ pricakovano
Stevilo uspelih poskusov.

Meja med smotrnostjo uporabe Poissonovega
obrazca in Lapgacove lokalne formule je za velike n
priblizno p = %

Laplaceova integralska formula:

P(agxgb)mp(b;’”’),¢(G*HP>

(o2

42
kjer je ®(x) = \/% J§ e72 dt, ki je liha

Za majhno relativno napako zahtevamo Se:

e |a—np| < o?/? ali |b—np| < o?/3
° a,b€Z+%alib—a>>1

Kumulativna porazdelitvena funkcija
Fx(2) = P(X < a)

Zvezno porazdeljene slucajne
spremenljivke
Realna sluéajna spremenljivka X je porazdeljena

zvezno, Ce obstaja taka integrabilna funkcija
px : R — [0, 00), da za poljubna a < b velja:

Pasxsn= [ px0d

a
Funkciji px pravimo porazdelitvena gostota

Komulativna porazdelitvena funkcija slucajne
spremenljivke X

Fx(z) = /z px (t)dt

ki predstavlja vse mozne poltrake C' = (—o0, z]. Ce je
F'x zvezna in odsekoma zvezno odvedljiva, je X
porazdeljena zvezno in za vse razen za kon¢no mnogo
totk z velja py(z) = Fi ().

Slucéajni vektorji
Slucajni vektor je n-terica slu¢ajnih spremenljivk
X =(X1,...,Xn): Q2= >R

Porazdelitvena funkcija sluéajnega vektorja

Fixq,xp) (@1, 20) = P(X1 < 21,000, X S zp)

Neodvisnot sluéajnih spremenljivk
Slucajne spremenljivke so neodvisne, e je
X)) (T15 5 @0) = Fxy (1) - Fxp (20)

Torej so dogodki (X1 < z1),...,(Xn < z,) neodvisni.

Fixq,...

Naj bo (X,Y) diskretno porazdeljen slu¢. vektor:
pij =P(X =2:,Y =y;) pi=PX=ua:;) PY =y;)
potem velja:

X, Yneodvisni <= p;; = piqj

Naj bo (X,Y) zvezno porazdeljen slué. vektor z
gostoto p(x,y)(l}, y), potem velja:

X, Yneodvisni <= 3px,py : p(x,v) (=, y) = px (z)py (y)

Funkcije sluéajnih spremenljivk

Naj bosta A, B C R odprti mnozici in h : A — B taka
bijekcija, da je funkcija h~! : B — A zvezno
odvedljiva. Nadalje naj bo X zvezno porazdeljena
slucajna spremenljivka z gostoto px, ki je izven
mnozice A enaka ni¢. Tedaj je slucajna spremenljivka
Y := h(X) porazdeljena zvezno z gostoto:

_Jox () [ ()| veB
py (y) = ,
0 sicer

Naj bo X zvezno porazdeljena slucajna spremenljivka z
gostoto px, skoncentrirana na odprti mnozici A. Naj
bo h: A — R zvezno odvedljiva in h'(z) # 0 za
Vz € A. Tedaj je sluéajna spremenljivka Y = h(X)
porazdeljena zvezno z gostoto:

px(x)
py = >
2 @)
h(z)=y

Naj bosta A, B € R™ odprti mnozici; h : A — B taka
bijekcija, da je h~! parcialno zvezno odvedlijva; X sl.
vek. porazdeljen zvezno z gostoto px. Tedaj je

Y = h(X) porazdeljen:

_ Jpx(h (y)ldet J(hTH(y)]) yeEB
py(y) = )

0 sicer
dhy dhy
dxq Oxp,

Jg =
ohn dhn
9z ctt Dan
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